Séries a termes réels ou complexes : convergence absolue, semi-convergence

Etudier la série de terme général u,, revient & étudier la suite (S,,) des sommes partielles définie par :

n>ngo

n
vn > ng, S, = Z U,

k=n0

On notera plus simplement Y u,.

1 Séries convergentes ou divergentes

Définition 1 On dit que la série ) u, est convergente si la suite de ses sommes partielles (Sy), oy est convergente. Dans
le cas contraire, on dit que la série est divergente.

1
Exercice 1 Montrer que la série harmonique Y — est divergente.
n

Théoréme 1 Si la série ) u, est convergente, alors la suite (uy), y converge vers 0.

Théoréeme 2 Soit (uy), oy une suite de réels positifs décroissante. Si la série ) u, est convergente, alors la suite (nuy ), cy
) 1
converge vers 0, c’est-a-dire que u, = o ( .
n
Théoreme 3 Soient Y u, et Y v, deur séries numériques et A\, u deuz scalaires.

—+oo

1. Si ces deux séries convergent, il en est alors de méme de la série de terme général Au, + pv, et > (Au, + pv,) =
n=0

—+o0 —+o0
A Uun+p Y, pog.
n=0 n=0

2. Sila série Y u, converge et la série Y v, diverge, alors la série . (u, + v,) diverge.

3. Sila série Y u, converge, il en est de méme de la série Y, ol Uy, est le complexe conjugué de up, ety Up =D Uy.

2 Séries alternées

Définition 2 On dit qu’une série est alternée si son terme général est de la forme u, = (—1)" ay, 01 (), oy €St une suite
réelle de signe constant.

Théoréme 4 Soit )" (—1)" o, est une série alternée. Si la suite (v, ), oy tend vers 0 en décroissant, alors la série Yy (—1)" ay,

est convergente et une majoration des restes est donnée par :

+oo

> (D

k=n-+1

VneN, |R,| = < api-

3 Convergence absolue, semi-convergence
Définition 3 On dit que la série Y u, est absolument convergente si la série Y |u,| est convergente.
Définition 4 Une série numérique convergente, mais non absolument convergente est dite semi-convergente.

Théoréme 5 Soit (u,)nen une suite numérique. Si la série > |u,| est convergente, alors la série Y u, est convergente et :
+oo +oo
n=0

n=0
Théoréme 6 Soit > w, une série semi-convergente. Pour tout réel S, il existe une permutation o de N telle que la série
> Ug(n) S0it convergente de somme S.
On peut aussi trouver des permutation o et o' de N telles que la série ) uq () soit divergente vers —oo et la série ) Uq(n)
soit divergente vers +00.
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4 Séries a termes positifs

Théoréme 7 Une série a termes positifs > u, est convergente si, et seulement si, la suite de ses sommes partielles est
majorée. En cas de divergence, on a lim S, = 4o00.
n—-+oo

Théoreéme 8 Soient Y u, et > v, deux séries a termes réels positifs.
S’il existe un entier ng tel que :
vn > Ny, Un < v,

alors :
o vn <400 = Y up < 400
>ty =400 = > v, = 400

Théoreme 9 Soient Y u, et > v, deux séries a termes réels positifs telles que u, ~ v,.

1. 80 uy, est convergente il en est alors de méme de D> vy, et les restes de ces séries sont équivalents, soit :

+oo +o00
an Z uka;: Z Vg -

k=n-+1 k=n-+1

2. Si > uy, est divergente il en est alors de méme de > v, et les sommes partielles de ces séries sont équivalents, soit :

n n
Sn:§ ukan:§ V-
k=0 k=0

Théoréme 10 (Cauchy) Soit (un),y une suite a valeurs réelles positives telle que hr}rl Vg = A
n—-1+0oo
La série Y u,, est convergente pour A < 1 et divergente pour A > 1.

u
Théoréme 11 (d’Alembert) Soit (uy,), oy une suite a valeurs réelles strictement positives telle que lir_irrl AR Y
n—-—+0oo un

La série Y uy, est convergente pour \ < 1 et divergente pour X\ > 1.

5 Produit de deux séries

Définition 5 Etant données deux séries numériques y  u, et » . vy, le produit de Cauchy de ces deux séries est la série de

n
terme général w, = > UgVp_k-
k=0

Théoréme 12 Le produit de Cauchy Y w, de deuz séries numériques Y un ety v, absolument convergentes est absolument

convergent et :
+oo +oo —+oo
S (L) (L),
n=0 n=0 n=0

6 La transformation d’Abel

Théoréme 13 (Abel) Soient (un), .y une suite réelle qui tend vers 0 en décroissant et (ay), oy une suite de nombres
complezes telle que la suite (Ay,), oy définie par :

Vn € N, A, = zn:ozk.

k=0

soit bornée. Dans ces conditions la série Y unay, est convergente et, en désignant par M > 0 un majorant de la suite
(|An|)pen » 0n a les magjoration des restes :

—+oo
VneN, |R,y1| = Z apug| < 2Mup .
k=n-+1
Théoréeme 14 Soit (uy,),cy une suite de réels positifs.
int

1. Sila série Y u, est convergente, alors la série Y unpe
2. Sila suite (uy)

est absolument convergente pour tout réel t.

nen tend vers 0 en décroissant, alors la série S une™ est convergente pour tout réel t € R\ 2nZ.

Théoréme 15 (Abel) Soient et (an),cy €t (Un), ey deur suite de nombres complexes telles que la série ) o, soit conver-
gente et la série > (upt1 — uy,) absolument convergente.
Dans ces conditions la série Y apu, est convergente.
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